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ОБОЛОЧЕК ПРИ СТАЦИОНАРНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
 
При решении задач, связанных с явлениями переноса, возникает необходимость 
вычисления средних температур, концентраций и других характеристик в телах 
различной формы. В частности, при расчётах нагрева и охлаждения тел  нахо-
дятся средние по массе (объёму) температуры путём интегрирования темпера-
туры как функции координат и времени. Потребность в определении средней 
температуры тела, находящегося в стационарном состоянии, появилась в связи с 
возможностью новых методов решения задач переноса. 
 
В известных решениях [1, 2], на наш взгляд, имеют место либо погрешности в выражении  
самой функции температуры [1], либо в упрощении этой функции. В последнем случае получа-
ется, что средняя температура тела не зависит от его размера. Наиболее надёжно теоретически 
и экспериментально   получено температурное поле при стационарной теплопроводности. Не-
обходимость в определении средней температуры тела в этом случае появилась в связи с появ-
лением новых методов решения задач переноса [3, 4]. 
Среднюю температуру тела, занимающего область ( ) с мерой  , в задачах стационар-
ной теплопроводности естественно определять, как 
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где Т (М) –  температура в произвольной точке М данного тела. 
Под мерой   области ( ), как известно, понимают объём, площадь или длину этой об-
ласти в зависимости от того, является ли она трёхмерной, двумерной, или одномерной соответ-
ственно.  
Распределение температуры Т = Т(М), полученное путем решения задачи Дирихле для 
рассматриваемой области, будем считать заданным. Так, например, в тонком стержне с тепло-
изолированной боковой поверхностью это распределение, как известно [5], линейно:  
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(Здесь Т1и Т2 – температура, поддерживаемая на торцах стержня 1xx   и 2xx   соот-
ветственно, 12 xxl   – его  длина, ось OX направлена вдоль оси стержня). 
Осесимметричное распределение тепла в пространстве между двумя соосными  цилинд-
рами радиусов r1 и r2 (цилиндрический слой, или цилиндрическая оболочка ),на внутренней и 
внешней поверхностях которых  поддерживается постоянная температура Т1 иТ2, в цилиндри-
ческих координатах r,  , z описывается соотношением [5] 
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Наконец, в случае центральной симметрии, используя сферические координаты R,  ,  , 
запишем стационарное распределение температуры в сферическом слое (оболочке) [5]: 
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где Т1 и Т2 – температура на внутренней и наружной поверхностях слоя соответственно. 
В одномерном случае (2) средняя температура определяется тривиально: 
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т. е. представляет собой среднее арифметическое температур на торцах стержня. 
В случае осевой симметрии и плоскопараллельности температурного поля координаты   
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где S – площадь поперечного сечения цилиндрической оболочки. 
Опуская несложные математические преобразования, приведём окончательный результат:      
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Таким образом, средняя температура цилиндрической оболочки равна среднему взвешен-
ному температур её внутренней и наружной поверхностей с весовыми коэффициентами 1 ( k)  
и 2 (k), зависящими от отношения радиусов этих поверхностей. 
Аналогично, используя (1) и (4) в сферических координатах, получим среднюю темпера-
туру сферического слоя (оболочки): 
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В предельном случае 1k , т.е. в случае тонких оболочек функции )(ki и )(ki (i=1,2) 
стремятся  к 1, и средняя температура в пространстве между их поверхностями, как и следовало 
ожидать (распределение температур «в малом» близко к линейному), приближается к среднему 
арифметическому (5) температур на границах. 
В другом предельном случае   k   2TT  , что также можно было предвидеть. 
Запишем выражения (6) и (7) в принятой в теории теплопроводности симплексной форме: 
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Графики этих функций представлены на рисунке. 
При k 1  5,0 , т. е. в случае тонкостенных оболочек в обоих случаях, как было от-
мечено выше, средняя температура примерно такова, как в стержне, на торцах которого под-
держивается такая же температура, как снаружи и внутри оболочек. С ростом k  средняя темпе-
ратура и цилиндрического, и сферического слоя приближается к температуре Т2 на внешней 
границе. В случае сферической оболочки практически уже, начиная с k=10, можно приближён-
но считать 2TT  . В цилиндрическом слое  2TT   значительно медленнее. 
 
Выводы 
Получены выражения  для средней температуры цилиндрической и сферической оболо-
чек в зависимости от соотношения их геометрических размеров (внутреннего и внешнего ра-
диусов). Показано, что в тонкостенных оболочках средняя температура близка к средней тем-
пературе стержня, на торцах которого поддерживается такая же температура, как на внутрен-
ней и внешней поверхностях оболочек. С ростом отношения внешнего радиуса к внутреннему, 
средняя температура приближается  к температуре на внешней поверхности оболочки. Причем 
в случае сферического слоя уже при десятикратном отношении его радиусов с большой степе-
нью точности среднюю температуру слоя можно считать равной температуре на его внешней 
поверхности. 
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Рис.–Зависимость симплекса температур от геометрических размеров цилинд-
рического (2) и сферического (3) слоя в сравнении со стержнем (1) 
